Cadre : On se place dans l’espace probabilisé (2, 4,P), sur lequel sont
définies (X, )nen+ et X des variables aléatoires réelles.

I Modes de convergence

1) Convergence presque siire

Définition 1. On dit que (X,,) converge presque slirement vers X si :

p({wen

Autrement dit, si ’ensemble ou X, ne converge pas vers X est négligeable.
On note alors X,, 225 X.

lim X, (w) = X(w)}) =1

n—-+oo

Remarque 2. La condition de convergence presque sure équivaut d :
Ve>0,P <limsup{|Xn -X|> 5}) =0
n—-+oo

Exemple 3. Dans ([0, 1], B([0,1]), ), ot X est la mesure de Lebesgue sur
[0,1], X

n = ]l[()%[ converge presque surement vers 0.
Exemple 4. Supposons que X,, — B (p), et posons U, = > 1 27 X,.
Alors U,, 225U, 0t U est une variable aléatoire d valeurs dans [0,1].

Théoréme 5 (Borel-Cantelli). Soit (Ay)nen+ une suite d’événements.
(i) Si> P(A,) < oo, P(limsup 4,,) = 0.
(i) Si > P(A,) = oo et les A, sont indépendants, P (limsup 4,,) = 1.

Exemple 6. On lance une infinité de fois une piece équilibrée, on obtien-
dra presque stirement une infinité de fois 42 piles consécutifs.

Exemple 7. Supposons que X, — &£ (1) et sont indépendantes. Alors

maxlgign Xi

: converge presque stirement vers 1.
nn

2) Convergence en probabilités
Définition 8. On dit que (X,,) converge en probabilité vers X si :
Ve>0, lim P(|X,—-X|>¢e)=0
n—+o0o

On note alors X, B x.

Exemple 9. Dans ([0,1],B([0,1]), ), ot X est la mesure de Lebesgue sur
[0,1], X, = 1g 1| converge en probabilités vers 0.

Proposition 10. Soient f : R — R continue, X, B X et Y. By,

P

(X0, V) 5 (X)Y)  Xo4Y, D5 X4Y (X)) S f(X)

3) Convergence dans L?

Définition 11. Siles (X, )nen+ et X sont dans LP, pour p € [1, +00[. On
dit que (X, )nen+ converge vers X dans LP silim,,—, oo || Xn — X||p =0, ou
de maniere équivalente lim,_, o E[| X, — X|?] = 0. On note X" 7 x.

1
n

Exemple 12. Supposons que X,, — B( ) et sont indépendantes. Alors
E[|X?|=E[X]=1 P 0. Donc X,, converge dans LP.

Proposition 13 (Markov). Soit X est positive.

E
vwo,w(x»gg%

Corollaire 14 (Bienaymé-Tchébychev). Soit X est de carré intégrable.

E[(X -E[X])"]

Vi>0, P(|X —E[X]|>1) -

N

Proposition 15 (Holder). Soient X € LP et Y € L tels que % + % =1
1 1
E[XY] <E[IX[7]» B[]y

Définition 16. On dit que (X,,)nen+ est équi-intégrable si les X,, sont
intégrables et que :

lim Sup/ | X;|dP =0
c——+o0 neN* {‘X1‘>C}

Exemple 17. Une famille finie de variables aléatoires intégrables est équi-
intégrable.
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4) Convergence en loi

Définition 18. On dit que (X,) converge en loi vers X si, pour tout
¢ € Cp(R,R), lim, E [¢(X,,)] = E[¢(X)]. On note alorsX, £ x.

Remarque 19. On peut prendre les (X, )nen+ et X définies sur des es-
pace probabilisés différents.

Exemple 20. 57 X — N(O,afl) avec lim, 4000, = o, alors X,
converge en loi vers X — N (0, 02).

Théoréme 21 (Lévy). X, —£ 5 X siet seulement si PX0 T P
n—-+00

n—-+o0o
Proposition 22. Siles X, sont a valeurs dans N, alors X, —i—% X
n—-+oo

st, et seulement si, pour tout k € N, P(X,, = k) P P(X =k).
n—+00

Proposition 23. X, £ x si, et seulement si, Fix, — Fx en tout point
de continuité de Fx.

II Liens entre les modes de convergence

Proposition 24. Soient 1 <p<g< +o00. Ona :

L L9 LP
X,—X = X,—X = X,—X

Proposition 25. X,, 2% X = X, 5 X

Contre-exemple 26. Supposons que X,, <> B(%) et sont indépen-
dantes. Alors X,, converge en probabilités et dans LP wvers 0, mais ne
converge pas presque stirement.

Proposition 27. X, 25 X = X, 5 X

Théoréme 28. La convergence en probabilité implique la convergence
presque sire d’une sous-suite vers la méme limite.

Corollaire 29. La convergence dans LP implique la convergence presque
stre d’une sous-suite vers la méme limite.

Théoréme 30. X, 5 X = X, 5 X

Remarque 31. La réciproque est vraie si la variable limite est constante,
mais pas en général : st X — B (%), alors 1 — X & X, mais pas en pro-
babilités.

Théoréme 32. Si les X, sont intégrables, on a équivalence entre :
(i) Xn LX et (Xn)nen+ est équi-intégrable.
1
(ii) X, Ly X et X est intégrable.

Contre-exemple 33. Dans ([0,1], B([0,1]), ), ot A est la mesure de Le-
besque sur [0,1], X,, = nly 1| converge en probabilités vers 0, mais pas
dans LP.

IIT Théorémes limites

1) Lois des grands nombres

Théoréme 34 (Loi faible des grands nombres). Soit (X, )nen+ une suite
de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées
de méme loi qu’une variable aléatoire réelle X. Alors :

1 <& P
E[|X - X, = E[X
Xl <toe = 13X 5B

Théoréme 35 (Loi forte des grands nombres). Soit (X, )nen+ une suite
de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées
de méme loi qu’une variable aléatoire réelle X. Alors :

1 — ps.
E[|X NTx, ELEx
[X]]<+0 n; [X]

Application 36 (Monte-Carlo). Soit f : [0,1] — R intégrable par rap-
port d la mesure de Lebesque, et (X, )nens une suite de variables aléatoires
indépendantes, identiquement distribuées et de loi U ([0, 1]). Alors :

n

1 1
ﬁZf(Xi)——»/O f(t)dt p.s.

n—-+oo
k=1
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2) Théoréme central limite

Théoréme 37 (Théoréme central limite). On suppose que les X,, sont
indépendants, identiquement distribués et de carré intégrable. Alors :

L < Xz_ [Xz] L
e O

Application 38. On suppose que les X,, sont indépendants, identique-
ment distribués et de loi B (p) pour p € [0,1] inconnu. Le théoréme central
limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveau o pour p
en fonction de la moyenne empirique p, = %22:1 X;. Il s’agit de :

., Q1<
IC, = |pn+ —=2
[” Zﬁ]

ou g est le quantile d’ordre t de N (0,1).

Application 39. Dans la méthode de Monte-Carlo, on obtient un inter-
valle de confiance de probabilité asymptotique 1 — « de longueur propor-
. Vo1

tionnelle a T

Théoréme 40. Soit (X, j)nen+ je[1,m,] une suite de variables aléatoires
indépendantes & valeurs dans {0,1}, avec (My)nen+ une suite croissante
de N* qui tend vers +00. On pose P (X, j =1) = pyj et Sy, = ZjM:”l Xnj-
On suppose de plus que :

M,
lim max =0 et lim E i =A>0
n=+00 1< < Mn Pn.j n—y-+o00 4 1p"’j
j:

Alors la suite (Sp)nen+ converge en loi vers la loi de Poisson P (X).

Développements

— Théoréme central limite et intervalle de confiance (37,38) [ ]

— Loi des événements rares de Poisson (40) [ |
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Annexes
, » »
N \ \
1 1
Pour une ,' \ Si domi . 1 Si la suite est
sous-suite 1 ot omination . équi-intégrable
“ 1 1
* 1 1
= ———4 "
. _.--
. Pour une
LeLnde' sous-suite

——= Implication

- - --> Implication partielle

FIGURE 1 — Liens entre les modes de convergence

‘suorjedrjdde jo sejdwexy

*9}IWI] SOWIIOIY ], "SOJIO)eI[e SO[(RIIBA 9P 9}INS UN,P SIIUISISAUO)) - 9T



	262 - Convergences d'une suite de variables aléatoires. Théorèmes limite. Exemples et applications.

